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1. EINFUHRUNG

Unter einem linearen Approximationsschema (vgL z.B. Browder [9]) zur
angenaherten L6sung einer Gleichung

Ax=j (1.1)

in einem Banach-Raum X werde eine Folge {Xn} von endIichdimensionaIen
Teilraumen und eine Folge {Pn} von }inearen Projektionsoperatoren
Pn : D(A) ~ Xn verstanden. Fragt man nach der Approximierbarkeit fUr aIle x
einer Menge Xc D(A) von L6sungen von (1.1), so stellt

E(X, Xn) = sup inf Ix - yl
xelO yeXn

(1.2)

ein unteres FehIermass dar. Gilt mit einer von n unabhangigen Konstanten K

(1.3)

so wird das Verfahren, charakterisiert durch {Pn}, quasioptimal genannt
(vgL z.B. Lorentz [12], S. 120). Besteht (1.3) elementweis, d.h. ist

(1.4)

so werde {Pn} nach Alexits [4] fast-best-approximierend genannt, im folgen
den mit f.b.a. abgekiirzt. Offenbar impliziert (1.4) stets (1.3), wahrend die
Umkehrung nicht richtig zu sein braucht.

In vielen Fallen wird die Folge der Projektionsoperatoren aus Minimal
prinzipien in einem Hilbert-Raum festgelegt. Sei etwa H ein solcher Raum mit
Skalarprodukt (.,.) und Norm 11.11, der zumindest x und Xn enthalte. Dann ist
durch die Orthogonalprojektion auf Xn in H:

IIx-Pnxll= inf Ilx-YII
yeXn

(1.5)

ein linearer Operator Pn : X () H ~ X n definiert. Werden die X n speziell von
den n ersten Elementen einer F olge {f!Ji If!Ji E X () H} aufgespannt, die o.B.d.A.
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als ortho-normiert angenommen werden kann, so ist Pnx gerade die note
Partialsumme der Fourier-Reihe

Der Fall X = C(O, I), H = L 2(0, I) ist eingehend, insbesondere flir die trigono
metrischen Funktionen, untersucht (vgl. z.B. Alexits [3]).

Zur angeni:iherten Berechnung einer Lasung von (1.1) ist die Orthogonal
reihen-Entwicklung (1.5) nicht brauchbar, da ja dann die Lasung nicht
explizit bekannt ist. In dem Fall ist das Ritzsche Verfahren als Orthogonal
Projektion beziiglich der weiteren Hilbert-Norm (A positiv-definit und
selbstadjungiert in H)

IIxliA = (x, AX)I/2 (1.6)

wohl die einfachste Orthogonalreihen-Entwicklung, zu deren Berechnung nur
die gegebenen Daten A undfbenatigt werden.

Die Folge {Pn} ist genau dann in ganz X f.b.a., wenn die Normen IPnl
gleichmiissig beschrankt sind (Alexits [4]). Es ist bekannt, dass bei X = C flir
die Teilriiume der trigonometrischen Polynome n-ten Grades als Xn keine
soIche Folge existiert (vgl. z.B. Lorentz [12], S. 96). Insofern kann die Wahl
von Xn wesentlich sein. Von Haar [11] wurde erstmals eine in ganz C f.b.a.
Orthogonalreihen-Entwicklung angegeben.1 Die Teilriiume Xn werden dabei
iVon den stiickweise konstanten Funktionen mit vorgegebenen SprungsteUen
erzeugt. Durch ein- oder mehrmaliges Integrieren ergeben sich Funktionen
systeme, die mit dem Namen Polynom-Spline-Funktionen bezeichnet werden.
Derartige Funktionen sind in den letzten 20 Jahren vielfach untersucht
worden,2 allerdings wohl unabhiingig von Haar im Zusammenhang mit
Interpolationsproblemen. Nach dem Ergebnis von Ahlberg-Nilson-Walsh [1]
minimiert die durch Interpolation gewonnene Spline-Funktion Jx gerade die
Abweichung x - Jx in der Pseudo-Hilbert-Norm

N2.,ix) = {flx<mJI2dsrz, (1.7)

wenn mit Spline-Funktionen (2m-I)-ten Grades ((2m-I)-malige Integration der
Haarschen Funktionen) gearbeitet wird. Insofern kann die Spline-Interpolation
als Orthogonalprojektion beztiglich N2 • m aufgefasst werden. Von Birkhoffund
de Boor ([7] und [8]) wurde gezeigt, dass Jim kubischen Fall (m = 2) in C stetig
ist und somit auch f.b.a. Weitere Untersuchengen, d.h. flir andere X., andere
Wahl von Xund insbesondere andere Normen als (1.7), stehen aus.

I Baar beweist die gleichmassige Konvergenz p. x --? x fUr jedes x E C, woraus nach dem
Uniform-Boundedness-Principle die Aussage folgt.
, 2 Hinsichtlich Literatur sei auf das Buch von Ahlberg-Nilson-Walsh [2] wie auch die
'Zusammenstellung in der Arbeit von Schultz-Varga [15] verwiesen.
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In der vorliegenden Arbeit wird der einfachste Fall m = 1, also lineare
Spline-Funktionen bzw. Polygonziige, behandelt. Neben der Wahl H =L2

werden wir auch den Raum HA mit der Norm

{I I }1/2IIxllA = 0 (pX'2 +qx2)ds

heranziehen, was (1.6) fUr das Randwertproblem

(1.8)

(1.9)

Ax = -(px')' +qx = f(s) S E (0, I)

x(O) = x(l) = 0

(p ;;;.p > 0, q ;;;. 0)

entspricht, sofern die zugelassenen Funktionen gemass den Randbedingungen
(1.92) eingeschrankt sind. Die lineare Spline-Interpolation ist darin bei p = 1
und q = 0 enthalten. Wie sich zeigt, sind diese Projektionen unter geringen
Voraussetzungen an die Koeffizientenp, q f.b.a., und zwar in C als auch in Ch

dem Raum der Funktionen mit beschrankter messbarer 1. Ableitung. Daraus
ergeben sich Fehlerabschatzungen der Gestalt (R gibt den Projektions
operator bei der Norm (1.8) an)

Ix - Rxl .;;; k] Ifln-2
,

Ix-Rxll.;;;kflfln-l

(1.10)

(1.11)

allein unter der Voraussetzungp', q,fbeschrankt und messbar.
Wie auch schon von Birkhoff und de Boor [8] bemerkt, fUhrt das Ritz

Verfahren bei Verwenden linearer Spline-Funktionen auf Differenzen
gleichungen fUr die Funktionswerte der Naherung in den Stiitzstellen.
Fehlerabschatzungen der obigen Art waren bislang nur unter der Voraussetz
ung beschrankter 4. Ableitungen anstelle der zweiten hier bekannt (vgl. z.B.
Aziz und Hubbard [5]; Babuska, Prager und Vitasek [6], S. 154; Collatz [10],
S. 178; Zlamal [16]. Die Untersuchung von Schultz und Varga [15] liefert bei
den Voraussetzungen von oben an p, q und bei quadratisch integrierbaremf
den Konvergenzfaktor n-1 in (1.10), in [13] wurde der Exponent auf 3/2
verbessert.

2. BEZEICHNUNGEN

1m folgenden sei C = Co der Raum der in [0, 1] stetigen und am Rande
verschwindenden Funktionen und C] der Teilraum der totalstetigen Funk
tionen, versehen mit den Normen

Ixl = Ixlo = Max Ix(s)l, Ixl] = sup Ix'(s)l. (2.1)
O~s~l O<s<1
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Daneben flihren wir Hilbert-Riiume, H, HI mit den Skalarprodukten

(x,y)= f:x(s)y(s)ds, (X'Y)I= f:x'(s)Y'(s)ds (2.2)

ein; es gilt dann C1 C HI C Cc H =L2(0, 1).
Mit 7T wollen wir dne Unterteilung

7T = {stl0 = So < Sl < '" < sn < Sn+l = I}

bezeichnen und mit iT bzw. 7T das Maximum bzw. Minimum der Gitterbreiten
Ll i = Sl+l - Sj. Eine Menge von Unterteilungen heisse c-reguHir, wenn iT ~ c'!!..
flir aIle 77 der Menge gilt.

Die Elemente von C, die in den Teilintervallen (Sl, SI+I) sttickweise linear
sind, bilden den n-dimensionalen Raum38(77) der linearen Spline-Funktionen
zur Unterteilung 77, wobei 8(77) c CI gilt. Die Funktionen

(

Lli_\(S- Sl-I) s E [SI_IoSI]

CPI = Llil(Sl+1 - s) S E [Sl> SjH]

o sonst

bilden eine Basis in 8(77). Jedem x E 8(77) liisst sich tiber die Darstellung4

x = Egi cpj umkehrbar eindeutig ein Vektor I = {gil zuordnen. Dabei gilt

(2.4)

wobei wir mit III oder spiiter auch Imj die Tschebyscheff-Normen flir Vektoren
und Matrizen

III = Max Igtl, Iml = Max 2: jaikl
I k

bentitzen.
Indizierte Normen wie ITlk. I geben die Operatornorm T: C1 -+ Ckan:

ITlk.1 = sup ITxlk'
Ixll'" I

(2.5)

1st Pn:Ck -+ 8(77) (k = 0, 1) flir jedes 77 ein linearer Projektionsoperator, so
ist nach Alexits [4] wie erwiihnt die Bedingung

IPnl k.k~ Kk.k (2.6)

notwendig und hinreichend daflir, dass P l1 in Ck f.b.a. ist, d.h. dass flir aIle
x E Ck

Ix - PnX!k ~ Kk inf Ix - Y!k
yeS(l1)

(2.7)

3 Ohne die Randbedingungen ware die Dimension n + 2.
4 Soweit bei E oder auch bei Max die Grenzen 1 und n sind, wird deren Angabe unter

driickt.
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gilt. Speziell kann dann

gewiihlt werden.

NITSCHE

(2.8)

3. ORTHOGONALPROJEKTION IN DER MIlTRIK H

In diesem Paragraphen wollen wir die Approximationseigenschaften des
durch

bzw.

Ilx - Pxll = inf IIx - yll
.veS(17)

(3.1)

(x-Px,y)=O fUr y E S(1T)

definierten OperatorsP = P17 untersuchen. Die Koeffizienten gi bei Px= 1: gi CPi
berechnen sich aus dem Iinearen Gleichungssystem

(3.2)

mit

(3.3)

Nach (2.4) sind zum Berechnen von IPxl die gi abzuschatzen. Da die Matrix
(alk) eine iiberwiegende Hauptdiagonale besitzt, es ist

gilt
(3.4)

Weiter ist

Daher erhalten wir
IPxl ~3Ixl·

Hinsichtlich der 1. Ableitung istS

IPxl1 = Max Ai1Igi+l-gd.
O~t~n

5 Komponenten ~j usw. sind bei i.;;; 0 bzw. i;;. n + 1durch 0 lU ersetzen.

(3.5)

(3.6)
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Aus (3.2) kann durch Multiplikation der Zeilen mit 6(A t _ 1 + At)-I fiir
i = 1,2, ... n und Subtraktion benachbarter Zeilen ein Gleichungssystem fUr
die Differenzengt' "'" gi+I - gthergeleitet werden, das wieder eine iiberwiegende
Hauptdiagonale besitzt.6

(l - .\t) e;-I + (2 - .\t + '\HI) gt' + .\t+l e;+! = iLHI TJi+l - iLt 1]t

(.\t = Ad(AH + At), iLt = 6/(A t_1 + At)).

Die analoge Schlussweise fUhrt hier zu

Max jet'l < Max liLt+l 1]1+1 - iLt1]ll.
O~i~n O~i~n

Mit Hilfe der Darstellung

x(s) = x(St) + IS x'du
Si

Hisst sich daraus nach kurzer Rechnung

Max Igt'l < 8jTlxli
O~i~n

ableiten. Schliesslich ist LIt ;;;. E:, so dass (3.6)

'ITIPxl1 < 8 - Ixl!
'IT

liefert. Damit ist gezeigt

(3.7)

SATZ 1. Die Orthogonalprojektion in H ist in C stets f.b.a.,fiir gleichmiissig
c-reguliire Unterteilungen gilt dasselbe in C I •

4. ORTHOGONALPROJEKTION IN HA

Unter den Voraussetzungen

(i) p;;;. p > 0, q;;;.°in [0, I],
(ii) p, qmessbarundp <p, q <q in [0,1]

ist der durch (1.8) festgelegte Hilbert-Raum H A identisch mit HI> die unter
schiedliche Bezeichnung deutet aufdie verschiedenen Normen hin.

Flir den durch
IIx - RxllA = inf j\x - yiLt

YES(1T)
(4.1)

6 Fur i = 1 und i = n sind die Gleichungen abzuandern, was hier nicht angegeben ist.
Formel (3.7) bleibt richtig.
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definierten Ritz-Operator R = R71 machen wir wieder den Ansatz Rx = E'irpi
und erhalten jetzt das System

(4.2)

mit

'TJi = Jprp/ x' ds,
(4.3)

bik = Jqrpi rpk cis,

Fiir (4.2) wollen wir auch
(4.4)

schreiben.
Es ist zu erwarten, dass die Beitrage von lB gegeniiber denen von m: wie die

von 3 gegeniiber denen von 1) gering sind. Jedenfalls lasst sich unmittelbar
abschatzen

IlBl = Miax f qrpi (f rpk) cis < tl1T,

131 <tl1Tlxl·
Ausgerechnet ergibt sich fUr die Elemente von m::

{

-Lli-!' PI_' k = i-I
_ Lli-!,Pi-' +Lli'Pi k = i

aik- -Lli'Pi k=i+ I
o sonst

mit

Ll-' fSH!Pi = i p(s)ds.
SI

(4.5)

(4.6)

(4.7)

Daraus ist erkennbar, dass m: von monotoner Art ist, vgI. dazu Collatz [10],
S. 42 if. Da ausserdem lB eine positive Matrix ist, kann auf

geschlossen werden. Fiir die L6sung x von (4.4) gilt dann

(4.8)

Analog zur Konstruktion der Greenschen Funktion des Randwertproblems
(1.9) kann hier die Inverse <» = m:-' explizit angegeben werden. Wir finden

i<k
i>k

(4.9)
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mit
I-I

XI = 2 LlkPk l
,

o

n

lfil = 2 Llkp;;l,
I

n
-I "A -IY = L., £JkPk .

o

FUr spater merken wir 0 < Xi' lfii und XI + lfii = y-I sowie p < y <pan. Dann
ist

(4.11)

(4.10)

und somit
I~-II = I<!i I< ny-I < l/(p!!.)

1 + I~-IIIIBI < 1 + ijif
, FE

1~-131 < ijif Ixl
PE

erkennbar. Zur Abschatzung des noch ausstehenden Termes i = ~-11) mit den
Komponenten ~I berUcksichtigen wir die Darstellung

"Ii = PI-I - Pi mit A-1 fS
l+l 'dPi=£Ji Si px s.

Mit (4.9) ergibt sich so

li = 2 gik1]k
k

i-I n

= ylfii 2 LlkPk l Pk - YXi 2 LlkP;1 Pk·
o i

(4.12)

Eine erste Moglichkeit zum Abschatzen von ~-I1) beruht auf der Beziehung

worausin Verbindungmit(4.12)

1~-It)1 <E Ixl!
p

(4.13)

folgt.
Um in (4.13) eine Abschatzung mit Ixl anstelle von Ixll zu gewinnen,

machen wir nun die weitere Voraussetzung
(iii) P' messbar und Ip'(s)1 <PI in [O,IJ.
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Dann liisst sieh sehreiben

Pk = Pkl + Pk2

= LI;;:I{p(Sk+\)x(Sk+\) - P(Sk)X(Sk)} - LI;;:l JSHI pi xds.
Sk

Die obige Uberlegung liefert fUr die 2. Komponenten von t; = g;1 + g?
unmittelbar

(4.14)

(4.16)

(4.15)

FUr die 1. Komponente ergibt (4.12)

g/ = Pil pes;) xes;)
;

+ Ylf; L (P;;:~I - p;;:l) P(Sk) X(Sk)
1

n

- YXi L (Pk~1 - p;;:l) P(Sk)X(Sk)
HI

und daher

Ie/I <-p(rl + n Max Ip;;:~1 - p;;:Ii)lxl.

Sehliesslieh ist bei ifPI <- P ohne Sehwierigkeit

I -I -II 4- PI
Pk-I - Pk <- 1T 2"

P

zu erkennen, so dass wir mit (4.14) und (4.15)

Im-IlJl <- {:2 (p +4 ;PI) +~} Ixi

gewonnen haben. Damit liefert (4.8) in Verbindung mit (4.10), (4.11) und
(4.13) bzw. (4.16) den

SATZ 2. Fiir c-reguliire Unterteilungen existieren nur von c undp, P, ij bzw.
zusiitzlich von PI abhiingige Konstante Ko. lund Ko.0, so dassfiir aile X E CI die
Abschiitzungen

gilltig sind.

IRxI <- Ko. dxll
IRxl <- Ko.olxl

(4.17)

(4.18)

Der Operator R ist zuniiehst nurin CI definiert. Da aber Ko.0 von x unabhiingig
ist und C1 dieht in C ist, kann R in eindeutiger Weise zu einem in C stetigen
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Operator fortgesetzt werden. Flir diesen Operator, wir behalten den Buch
staben R bei, gilt dann IR 10.0 < Ko.0, so dass also (4.18) auch in der Form
ausgesprochen werden kann.

ZUSATZ 2. Bei den Voraussetzungen (i)-(iii) ist der Ritz-Operator fiir c
reguliire Unterteilungenfb.a. in C.

Beim Nachweis der Beschranktheit von IRll.l wird uns (4.17) von Nutzen
sein, da wir dann ohne die Voraussetzung (iii) auksommen konnen. Mit cler
Losung {gl} von (4.3) gilt namlichjedenfalls

It blk gk ! < 1~IIRxl <ijKO • I 7Tlxlb

(4.20)

Die Ableitung (Rx)' ist stiickweise konstant und zwar ist

(Rx)' = g/ = Lti1(gl+1 - gl) fUr s E (Si, SI+I)' (4.21)

Diese Grossen g/ genligen den Gleichungen

{;' i: ' ,
Pi-l !:>i-1 - PI!:>i = Pi-! - Pi - TJi

Daher ist

t

pd/ = PI + A+ L 7]/
1

mit einem Parameter A, der sich aus der Bedingung

n

0= gn+l - go = L Ltjg;,
o

errechnet. Mit (4.19) und (4.20) ergibt eine einfache Rechnung

und damit auch
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und daraus

folgt zunachst

SATZ 3. Fur c-reguliire Unterteilungen existiert eine nur von c und p, p, ij
abhiingige Konstante K I .), so dassfiir aile x E CI die Abschiitzung

IRxl1 < K). dxll (4.22)
gultig ist.

Wieder konnen wir das Resultat durch IRII. I < K I . I bzw. in dem Zusatz
ausdriicken.

ZUSATZ 3. Bei den Voraussetzungen (i), (ii) ist Rfiir c-reguliire Unterteilungen
f.b.a. in CI •

In den obigen Abschatzungen ist bei p = I, q = 0 der Fall der Spline
Interpolation enthalten. Dann ist Ko. 0 = 1, was sich nicht verbessern Hisst,
entsprechend kann in (2.7) K = 2 gewahlt werden. Wie sich etwa durch
Betrachtung konvexer Funktionen x iiberiegen Hisst, kann diese Konstante
bei Spline-Interpolation nicht verbessert werden.

5. FEHLERABSCHATZUNGEN BEl RANDWERTPROBLEMEN

Wir wenden uns nun der Aufstellung von Fehlerabschatzungen beim Ritz
Verfahren filr das Sturm-Liouville-Randwertproblem (1.9) zu. Unter den
Voraussetzungen (i)-(Hi) aus §4 besitzt die Losung von (1.9) fast tiberall eine
beschrankte 2. Ableitung, jedenfalls ist die I. Ableitung Lipschitz-beschrankt,
wenn f beschrankt und messbar ist. Wir wollen die Konstante explizit ab
schatzen. Aus

IIxllA2 = (x,f)

Ilxlll < ~ Ilfli <! lfl
p p

1
Ixl <-Ifl·

p
Weiter hat x' wegen der Randbedingungen (1.92) in (0, I) mindestens eine
Nullstelle, es sei x'(a) = O. Dann kann wegen

x'es) = P;S) f: (-f+qx)dt

fUr den Stetigkeitsmodul WI(X', h) auf

wl(x',h) < Kolfl h (Ko=.? (p +ij)(p + iiI»)
geschlossen werden. Die Beziehung

Wz(x, h) < J: wl(x',2t)dt
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zwischen dem 2. Stetigkeitsmodu1 von x und dem 1. von x' liefert daher

w2(x,h) < Kolfl h2.
Die Beziehung

1 f'ifEO(X,S(7T)) = inf Ix - yl < 1-2 r l W2(X, t)dt
YeS(1l') n 0

aus [14] gibt uns daher fUr den Approximationsgrad Eo

EO(X,S(7T)) < 21~2 Kolfln2,

und daher haben wir

Entsprechend finden wir

Ix-Rxll <(1 + Kl.I)Kolfl iT•

Flir c-regulare Unterteilungen ist n < e!!. < en-I.
Wir beachten noch, dass gi den Wert von Rx an der Stlitzstelle Si angibt.

Wegen Pi Pk = 0 bei Ii - k I > 1 hat das G1eichungssystem (4.2) nur in der
Haupt- und den 1. Nebendiagona1en von Null verschiedene E1emente.
Schliesslich ist die rechte Seite in (4.2)

1Ji + ti = f~ Pi(-(pX')' +qx)ds= f~ pdds

a1s Integra1mitte1liberf darstellbar. Zusammengefasst haben wir gefunden

SATZ 4. Es seien die Voraussetzungen (i)-(iii) erfiillt. Dann lassen sieh die
Losungen des Randwertproblems (1.9) fiir beschriinkte messbare Funktionen f
dureh Polygonziige mit n Stiitzstellen derart approximieren, dass die maximale
Abweiehung der Funktionswerte durch k II f In-2 unddie der 1. Ablt!itungen durch
k2 1f In-I abgeschiitzt werden konnen.-Die Funktionswerte der Niiherungen an
den Stiitzstellen bestimmen sich aus einem tridiagonalen System von Differenzen
gleichungen, dessen Koeffizienten Integralmittel fiber p, q,fsind.
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